Przeksztalcenia quasikonforemne (praca domowa)

Zasady. Ponizsze zadania nalezy odda¢ na pismie do 26 kwietnia 2019. W formie
papierowej prace mozna ztozy¢ najpézniej na ¢wiczeniach, w formie elektronicznej do
polnocy. Zadania nalezy rozwiazywa¢ samodzielnie, oczywiscie bez ograniczen przy
korzystaniu z literatury. Tresci pojawiajace si¢ we wskazéwkach réwniez wymagaja
uzasadnienia. Uprzedzam, ze mogtly sie tutaj znalez¢é (niezamierzone) bledy — prosze
je zghaszac, to moze wszystkim uprosci¢ zycie.

Definicja. Przeksztalcenie w: Q — R? na zbiorze otwartym Q C R? nazywamy
K-quasikonforemnym, jesli K > 0 oraz

|Dw|?* < 2K det Dw w Q. (1)

Przy oznaczeniu w = (p, q) powyzsza nieréwnos¢ ma postaé

P2+ P+ @i+ @ < 2K Pty — Pya)-

Ponizsze trzy zadania pokazuja zwiazki miedzy przeksztatcenia quasikonforemnymi
a funkcjami holomorficznymi, rozwigzaniami rownan eliptycznych oraz funkcjami p-
harmonicznymi.

Zadanie 1. Wykazaé, ze przeksztalcenie (p, ¢) jest 1-quasikonforemne wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcja p + iq jest holomorficzna. Ponadto dla K < 1 jedyne przeksztal-
cenia K-konforemne to state.

Zadanie 2. Niech u bedzie gtadkim rozwiazaniem réwnania
gy + 2bUgy + cuy, =0 dla (z,y) € Q, (2)
gdzie gtadkie wspotezynniki a, b, ¢ spetniajg warunek eliptycznosci

Mz, y)(s* + %) < as® + 2bst + ct®* < Az, y)(s* +1?) dla (2,9) € Q, (s,t) € R?,
1< Az, y)/Mz,y) <y dla (z,y) € Q. (3)
Powyzej A, A sa funkcjami dodatnimi, a ~ jest stala. Sprawdzi¢, ze przeksztatcenie

w = (uy, —u,) spelnia
|Dw|* < 27 det Duw,

a zatem jest y-quasikonforemne.



Zadanie 3. Sprawdzi¢ formalnie, ze dla p > 2 réwnanie p-harmoniczne w dwoch
wymiarach

div(|VuP?Vu) = 0

przyjmuje postacé (2) ze wspélezynnikami a, b, ¢ spetniajacymi warunki (3) oraz wspot-
czynnikiem v =p — 1.

Definicja. Dla w € W?(By, R?) réwniez mozna zdefiniowaé¢ K-quasikonforemnosé
za pomoca nieréwnosci (1), naturalnie nalezy ja woéwczas rozumieé jako nieréwnosé
prawie wszedzie. Celem nastepnych zadan jest wykazanie holderowskiej ciagtosci ta-
kich przeksztalcen. Na potrzeby dalszych rozwazan oznaczmy

D(r) = / |Dw|* d dy,
B,
T(r) = daDwdx@F:/<mAdq
B,

B,

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze dla w € Wh?(By, R?) funkcje D, J sa dobrze okreslone
i naleza do klasy W1((0,1)). Co wigcej, nieliniowe przyporzadkowania

W2 3w DeWwh!,
W sw—Jewh!

sg ciggte w odpowiednich normach.
Zadanie 5. Wykaza¢, ze dla w € W?(By, R?) zachodzi nier6wnosé
J(r) < CrD'(r) dlapw.re(0,1).

Wskazéwka. Dla funkcji gtadkich mozna zapisa¢ dp Adq w postaci d((p—c¢)dq) (gdzie
¢ jest odpowiednio dobrana stala) i skorzystaé¢ z twierdzenia Stokesa.

Zadanie 6. Niech w € W1?(B, R?) bedzie przeksztatceniem K-quasikonforemnym.
Wykazaé, ze istnieje stata a(K) > 0 taka, ze

D(r) < D(R) (r/R)** dla0<r<R<1.

Zadanie 7. Wykazac, ze (pewien reprezentant) w spetnia na mniejszej kuli By,
warunek Holdera z wyktadnikiem o otrzymanym w poprzednim zadaniu.



Przydatne narzedzia. W rozwiazaniach mozna powota¢ si¢ na ponizsze twierdze-
nia. Twierdzenie 1 jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia z wykladu/éwiczen.
Dla n = 2 tatwo jest je uzyskaé przez spojrzenie na odpowiednie szeregi Fouriera.
Kluczowe jest, ze stata zalezy kwadratowo od promienia okregu — aby to zauwazyc¢,
nalezy skorzystac¢ z nieréwnosci dla » = 1 i uzy¢ skalowania. Twierdzenie 2 jest nato-
miast nieznacznym uogdélnieniem twierdzenia o zanurzeniu WP — %1%, Istotnie,

dla p > n dowolna funkcja v € W1?(B") spelia zalozenia Twierdzenia 2 z o = 1— %.

Twierdzenie 1 (nieréwno$¢ Poincarégo na sferze). Dla dowolnej funkeji gtadkiej u
zachodzi

=12 < 2 2
Lt —aldy <o | v dy.

gdzie u oznacza srednig u na sferze 0B,..

Twierdzenie 2 (Morreya). Niech B; bedzie kula jednostkowa w R™. Jesli funkcja
u € WH(By) spelnia

/ . |Vu|* < Cir™*  dla kazdej kuli B,.(x) C By,

B, (z

to pewien reprezentant u spelia warunek Hoéldera z wyktadnikiem a:
lu(z) — u(y)| < C1Cslz — yl%,

gdzie Cy = Cy(n, o).



